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3次体の整数底を求める一一方法（III）
一判別式D（＜108）を持つガロア3次体一
新　井　正　夫
　本誌第2号〔1〕で筆者は，有理数体上の3次体の整数底をもとめる一方法
を紹介したが，それはヴォロノイの理論をアルゴリズム化したものであった．
つづく第3号では，この方法によって，負判別式（iDl＜104）をもっ3次体の
すべてを求め，判別式の大きさの順に並べた（パソコンを使用した）．近ごろ，
この方法を応用して，判別式の値が与えられた正定数より小さい，ガロア3次
体のすべてを書き並べる，著しく簡単な方式を見出したので，以下に記すこと
にする．それは次の事実にもとつく．すなわちs
　　　（1）ガロァ3次体Kの判別式はつねに
　　　　　D＝〃m2，　m＝9a・＋3　ab＋b2①
　　の形をもっている．このa，bから定まる方程式
　　　　　X・＋bX・－a（3a＋b）X＋a3＝0②
　　の根αがこの体の原始元である：K＝Q（α）．
　　　（2）逆に，a，　b∈Zが与えられたとき，このa，　bから定まるm　＝9　a2＋
　　3　ab＋b2の素因数分解が
　　　　　“b≠0（mod　3）ならばmには平方因数がなく，
　　　　　b≡0（mod　3）ならばm／9に平方因数がない・”
　　という条件をみたせば，方程式②は既約で，K＝Q（α）はガロァ3次体
　　（αは②の根），さらに［1，α，a2／α］がKの整数底になる・一
　§1に準備として，第2号で紹介した方法（これを整理したものを学士院紀
要で報告した〔2〕）を，必要な定義，定理を掲げながら抄録する．§2以下が
本論である．巻末に判別式D（〈10s）をもつガロァ3次体のすべて（1・592個）
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を掲げる．
　学習院大学の奥津呆作氏は，はじめの原稿を見て私の思い違いによる誤りを
指摘して下さった．奥津氏にあつく謝意を表する．
§1準　　備
　Qは有理数体，Zは有理整数環．　KはQ上の3次体とする．　Kの整数環
をOKで表わす．　Kの整環，すなわち0丞の1をふくむ部分環で階数3の自
由Z加群をなすものを一般に0で表わす．以下しばらく，3次体Kとその
一つの整環0を固定して考える．0の基底で［1，ξ，η］の形をもつものをユ
ニタリ基底とよぷ．0の2っのユニタリ基底［1，ξ，η］，［1，ξノ，η’］はξ一ξ’，
η一η’∈Zのとき平行であるという．この平行性は，0のユニタリ基底全体の
中での同値関係である．ユニタリ基底［1，α，β］はαβ∈ZのときV一基底
（ヴォロノイ基底）とよぶ．（〔1〕では正規底と書いたが，K／Qがガロア拡大
のとき，まぎらわしくなるのを避けるために，V一基底に変えた）．0のユニタ
リ基底が与えられたとき，それに平行なy一基底がただ一つ存在する．［1，α，
β］が0のV一基底で，α，βの最小多項式をそれぞれ，xs＋a、X2＋a、X＋a，，
X3＋b、XZ＋b、X＋b、とすれば，　a2／b、　＝　a3／αβ＝aとb、／a、＝b，／αβ　・＝dは有
理整数であることが示される．ai・・b，　b、＝Cとおく．このようにして定まる
（a，b，　c，　d）∈Z4を［1，α，β］に付随するV一クォドラプルとよび，
9［1，α，βコ＝（a，b，　c，　d）とかくことにする．逆にX3十bX2＋acX＋　a24が
既約3次式であるような（a，b，　c，　d）∈Z4が与えられたとき，αをX3＋bX2
＋acX＋a2d　・・　Oの一根とし，β＝ad／αとおけばβはxs＋cX2＋bdX十ad2
＝0の根である．このとき
　　　　crβ＝・　ad∫
　　　／1：：盤擁
という一組の式が得られる．これはO＝Z＋Zα＋ZβがKの整環をうくる
ことを示している．ゆえに，g［1，α，β］＝（a，　b，　c，　d）となる．αは共役の別
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を除いて定まるが，整環0の判別式Doは（α，　b，‘，　d）から一意的に定まる
から，Do＝D（a，　b，　c，　d）とかくことにすれば，
　　　1）（a，b，　c，　d）＝b2c2－4ac3－4b3d十18　abcd－27　a2d2．
　さて，［1，α，β］，［1，α’，β’］が0の2っのV一基底であるなら，（1，αノ，β’）
＝（1，α，β）Aとかける．ここでAは（3，3）行列で，その成分は
　　　a・・∈z（i，ブ＝1，2，3）角訊偽・一偽・一・，（1：：1：：）∈GL（2・・z）
である．逆に［1，α，β］が0のV一基底でAがこの形の行列ならば，a、2，　a、、
（∈Z）’を適当に選び，（1，α’，β’）＝（1，α，β）Aとおくことにより〔1，α’，β’］も
0のV一基底となる（このようなa、2，a、、は一意的に定まる）．簡単のため
a22＝k，　a32＝1，　a23　＝・m，　a33＝nと書くことにし，‘［1，α’，β’］は［1，α，β］
から
　　　M－（禦）∈GL（2・z）
によって得られる’といい［1，α’，β’コ＝ψ証1，α，β］とかくことにする．この
ときつぎの定理が成り立つ．
　定理A　［1，α，β］を3次体Kの整環0のV一基底とし，［1，α’，β’］を
［1，α，β］から
　　　M－（鋤∈GL（2・・z）
によって得られる0のもう一つのV一基底とする．P［1，α，β］＝（a，b，c，　d），
g［1，α’，βノ］＝（a’，b，，c’，dノ）とすれば
　　　（a’，　bt，　ct，　d「）＝（a，　b，　c，　d）M
ただし
畷1熱嚇嫉）EGL（・，・z）・
　また，以上のことによって定まる写像丁：M－→MはGL（2，　Z）から
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GL（4，　Z）の中への単準同型写像である・一
　定理Aにおける写像「についてIm「＝⑤と書くことにする．
⑤≡GL（2，　Z）である．　GL（2，Z）の生成元
　　　A－（1－1）・B　＝＝（ll）
に対しては
A－T（A）一
ii　31ii），　B－r（B）liiii）
である．
　また，（at，b’，　cl，　d’）＝VM（a，　b，　c，4）と書くことにすれば，定理Aは図式を
用いて次のように表される．
　定理A系　3次体Kとその1っの整環0を固定する．0のV一基底全体
の集合をS，Sの元に付随するV一クォドラプル全体の集合をSとする，この
とき，次の図式は可換である，
　　　　　s　　　　　　　　g　　　　　　　　s
TM
ψ
　　　　s
　さて，以下では3次体Kのみを固定する（0は固定しない）・θはK＝Q（θ）
の原始元でKの整数であるとする。Z＋Zθ＋Zθ2＝・OはKの整環で
［1，θ，θ・］は0のユニタリ基底である．θの最小多項式をガ＋ex2＋fx＋σと
すると［1，θ，θ・］に平行な0のV一基底［1，α，β］はα＝θ＋e・β＝θ2＋fとな
り，g［1，α，β］＝（a，　b，c，　a）としてθから定まるV一クォドラプルが得られる．
0κ皐0ならば，Ot皐Oである整環0’をつくることが出来るので・このとき
0は拡張できるという．整数環OKの基底を得るには・つぎの2っの問いに
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答えるアルゴリズムを見出せばよい．
　（1）0が拡張できるかどうかを判定すること．
　（2）0が拡張できるならば，0の拡大整環0’（呈0）の基底を見出すこと．
この（1），（2）を解くにあたってはV一クォドラプルを利用する．
　定理B　［1，α，β］を整環0のV一基底とし，9［1，α，β］＝（a，b，　c，　d）とす
る．もし，つぎの3条件（C、）n，（C、）n，（C，）nのうちのどれかをみたす整数
n≧2が存在するならば，0は拡張できる．
　　　（C、）n　　nlc，　n2id
　　　（c，）。　n【ろ，　n2［　a
　　　（c3）n　　nla，ろ，c，d
　（1）（a，b，c，　d）が（C、）nをみたすならば，［1，α，β／n］は整環0’＝Z＋Zα
十Zβ／nのV一基底で020，そして9［1，α，β／n］＝（an，　b，　c／n・d／n2）・
　（2）（a，b，らd）が（C、）nをみたすならば，［1，α／n，β］は整環0’－Z
＋Zα／n＋ZβのV一基底でO’20，そしてsc，［1，α／n，β］＝（a／n2，　b／n，　c・　dn）・
　（3）（a，b，c，d）が（C、）nをみたすならば［1，α／n，β／n］は整環0’＝Z＋
Zα／n＋Zβ／nのV一基底で0’呈0，そして9［1，α／n，β／n］＝（a／n・b／n・
c／n，d／n）．一
　定理C　［1，α，β］を整環0のV一基底とし，9［1，α，β］＝（a，b，らd）と
する．qを条件g211）0が成り立つような最大素数のする．（ai，　b，，　Ci，di）＝（a，
b，c，　d）Aiとおく．すべてのクォドラプル（αi，妬Ct，　di），0≦ガ≦9－1とP2
1DoをみたすDoの任意の素因数Pに対して，条件（C、）P・（C・）P・（C・）Pが
成り立たないならばO　＝OKである・一
§2　ガロァ3次体におけるVo一クォドラプル
　定理1K＝Q（α）は3次体で，αのみたす方程式を
　　！（X）＝X3十bX2十acX十a2d＝0，　α＞0
とする．β＝ad／αとおけば｛ip［1，α，β］一（a，　b，らd）である．αの共役をα「，
α〃 ﾆし，βt　・・　ad／α’，β”－aa／α”とおけば，β’，β”はβと共役である．0
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＝Z＋Zcr＋Zβ，0’＝Z＋Zα’＋Zβ’，0”＝、Z＋Zα”＋Zβ”とおく。このと
き，次の1），2）が成り立つ．
　1）（a「，b’，　c’，　dノ）＝（a，　b，　c，　d）M，　cノ＝－3a’－b’，　dノ＝at①
をみたす⑤の元Mが存在するならば，Kはガロァ3次体である，そして0
＝0’＝0”である．
　2）逆に，Kがガロァ3次体で，しかも0＝0’＝0”であれば，①が成り
立つような⑤の元Mが存在する．さらに3a’＋2b’＞0となるようにでき
る．
　証明　1）（αt，bt，　cノ，　d’）がc「＝－3a’－b’，　d’＝a’をみたすならば，判
別式は
　　　1）（a，　b，　c，　d）＝Z）（a’，b’，　cノ，d’）
　　　　　　　　　＝b’2c’2－4a／c’3－4ろ’3d「十18a’b’c’d’－27a’2d’2
　　　　　　　　　＝＝b／2（3aノ十b，）2十4a’（3　a’十bt）3－4b’Sa’
　　　　　　　　　－18a’zb’（3　at十bt）－27　an
　　　　　　　　　＝（9a’2十3a／bt十b「2）2．
　判別式が平方数であるから，Kはガロァ3次体である．
（以下定理Aの図式参照）．「『’（M）＝Mとする．％［1，α，β］＝［1，α、，β、］，
ψ証1，αノ，β’］＝［1，α、’，βi’］，ψ証1，α”，β”］＝［1，α、”，β、”］とおけば，これらは
それぞれ0，0’，0”のV一基底である．g［1，α，β］＝（α，b，　c，　d），　TM（a，ろ，　c，
d）＝（a’，b’，　c’，　d’）でTM。9＝St，・ψMであるから，9［1，α、，β、］＝（a’，b’，ct，　d’）。
同様に9［1，α、’，β、’］＝（a’，b’，ct，dノ），9［1，α、”，βi”］＝（a’，b’，　c’，　d’）．ゆえに，
α、，α、’ Cα、” ﾍたがいに共役，β、，β、’，β、”もたがいに共役である．
（1，α、，β、）一（1，α、，β、）H、，
（1，α，，β、）＝（1，α、，β、）H、，
とおけば，ガ＝1，2，3について
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瓦《i五21r）
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　　　　α乞3十btαi2－a「（3　a’十b’）αz十at3＝0
　
　
　
｛
　　　　βz3－（3　a’十ろ’）βi2十a「ろノβ、十a／3＝－O
　　　　α、β，＝a’2
がみたされることが計算によってたしかめられる．したがって［1，α∴β、’］
・＝ m1，α、，β、］，［1，α、”，βi”］＝［1，α、，β3］と書ける．detH、ニdetH，＝1である
から0＝0’＝0”である．
　2）を証明するために補題を用意する．
?i：ii）喉
役である．すなわち，H－・P”MPをみたすP∈⑤が存在する．
　補題の証明　同じことであるからGL（2，　Z）の元Mの位数が3であれば，
　　　H・・「”1（H）一（－1－1）
とするとき，H＝P－’MPをみたすP∈GL（2，　Z）が存在することを証明する
（〔・〕を参照した）・M－ i謝とすれ・・’・Ms－E（単位行列）より
　　　det　M＝ad－bc＝1
　∴bc　・＝　ad－1①また，MキEより
　　　bc　）FO　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　②
M3の成分を①を用いて計算すれば，　M3＝Eより
　　　a（a＋d）2－2a－d＝d（a＋d）2一α一24＝1③
　　　b（（a＋d）2－1）＝・c（（a＋d）2－1）＝0④
②，④より（a＋d）2－1＝0，a＋d＝±1．　a＋d＝1とすれば③よりa＋d
＝－ Pとなり，不合理．
（’）M・・一・（A”’）“’MA”’一 i鋤・おく・M・…Mと共役で・
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　　M…＝（1n、01）（12）（1マう
　　　　一他ψ一nla一ポ篇＋衿一（a：Clb、d、）
明らかに，α、＋d、＝a＋d＝・　－1．ここで　la、－d、1≦lb、1となるようにn、を
えらぶ．1・、－d、1・・＝・・＋｝・n・bi・b・＝＝・bであるから・れは可能である・　　　　　　1
i・、＋去H4・＋t1K－ll－1b・1
となる．
（・・）1・・1・・；・1・・1であれば・れで糸冬りとし・ 掾j一（謝・おく・
（ii・）－1・・1＞1・・1であればM・’一脳B s獅をつくる・さらに
M・一（An2）－1M・’An2－ i謝・おeケば
　　　ルろ一（d、＋n、Cl－n、d、－n22C、＋b、＋n、α、　　Cl　　　　　　　　　　al－n2Cl）一（麗：）
ここで la，－d，1≦1ろ、1となるようにn、をえらぶ．
la、＋去H娠告ト告i酬
となる．
（・・）［・・1…1・・1であれば・れで終りとし・ 掾j一幅：）とおく・
　　　　Ib、1＞［c、1であれば（iii）と同様の操作をつづける．
　（v）　Ibl　－1b、1＞lb、1＞……であるからついには1b別≦lc，1となる．
傷）一（謝・おく・5一傷）とすれば・S　‘・’　Mと鍛で
　　　αδ一βγ＝1⑥　　α＋δ＝－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑦
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　　　1・＋音H・＋引≦告1β1　　　　　⑧
をみたしている．⑥，⑦よりδを消去しα（一α一1）一βγ一＝1，α2＋α＋βr＋1
－・，（　　　1α＋百）2＋9・一一β・．⑧・⑨より÷β鴫≧β2・
⑥～⑩によってSには次の表のような4つの場合のみがあることがわかる．
④
◎
◎
㊥
α
一1
0
一1
0
β
1
1
一1
一1
γ
一1
一1
1
1
δ
0
一1
0
一1
5
H
ひ一1H〔ノ
V－iHV
B－iHB
u－ABA－・BA－
i1－8）
v・…ABA－・BAB－
i5i　9）
いずれの場合もSはHと共役であるから，MはHと共役である．　■
　2）の証明．KがガロァでO＝O，－O”であれば，［1，α，βコ，［1，α’，β’］，
［1，α”，β”］はどれも0のV一基底であるから，ψ冠1，α，β］一［1，α’，β’］，ψσ
［1，α，βコ＝［1，α”，β”］となるF，G∈GL（2，Z）が存在する．この，　F，　Gはも
ちろんFキE，GキE，・F≒Gをみたすが，さらにF2＝・G，　F3＝E．したがっ
てG2＝F，　G3＝Eである．なぜなら（a，b，c，　d）＝（a，b，c，　d）F＝（a，b，　c，　d）G
＝（a，b，　c，　d）FGであり，ψFσ［1，α，β］＝［1，α、，β、］とおくときF￥E，　G≒E
によりα、≒α’，α”，β、キβ’，β”で9［1，α、，β、］＝（a，b，c，d）であるからα・
＝α，β、＝β．したがってFG・＝E，　F＝G－’，　G＝F『’．また，　F2・≒F，　F2・￥FG
と（a，b，c，d）＝（a，ろ，c，　d）F2に注意すれば，　F2＝G，　F3＝E，　G2＝，F，　G3
＝＝E．すなわち，F，　GはGL（2，　Z）の位数3のの元である．－
　T（F）＝Fは⑤の位数3の元で（a，b，　c，　d）＝（a，　b，　c，　d）Fであるから，補
題によって
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　　　（a・b・　c・　d）　＝＝（a，b，c，のP－’H？
となるP∈⑤が存在する．
　∴　（a，b，　c，　d）P－』（a，　b，　c，　d）P－iH
（at，b’，ct，　dノ）＝（a，　b，　c，　d）P－1とおけば
これより
　　　　at＝－aノーb’－Cノーd’
　
　
　
｛
　　　　b’＝3at十2b’H－c／
　　　　ct＝－3a’－b’
　　　　d’＝a「
となり，
　　　（at，b’，一（3　at十ろ’），　aノ）＝（a，　b，　c，　d）P－1
　3a’＋2ろ’＞0　ならば，これでよいからMニP－’．
　3a’＋2b’＝0　とすればb’＝ctとなって方程式は可約で仮定に反する．
　3a’＋2　b，＜0　のときはろ＝一（3　at十b’）とおけばろノ＝一（3　a’＋b），3a’十
2b＞0となり，
　　　（a，b，　c，　d）P－1B＝（a「，一（3　at→－bt），b’，　aノ）
　　　　　　　　　　＝（a’，b，一（3　a’一トb），　at），　3a十2b＞0
となるからM＝P－iB．　匿
　定義　Kは3次体で［1，α，β］はKの整環0のγ一基底，9［1，α，β］＝（a，
b，c，d）とする．このとき，　a＞0，3a＋2b＞0，　c＝一（3a＋b），　d＝aならば
［1，α，β］を0のV。一基底，（a，b，　c，d）を0のV。一クォドラプルとよぶ．定
理1とこの定義から，ただちに次の系が得られる．
　定理1系　3次体Kの1っの整環0がV。一クォドラプルをもてば，Kはガ
ゴアである．また，3次体Kがガロアであれば，Kの0’＝0を満たす任意の
整環0がV。一クォドラプルをもつ．
　　　　　　　　　　　　　　－38一
　定理2Kをガロァ3次体，0をKの整環とする．0がV・一基底をもつな
らば，0のV一クォドラプルはただ一組だけ存在する．
　証明　［1，α、，β、］，［1，α，，β、］がともに0のV。一基底であるとする・9［1・αP
β1］＝（al，うP－（3　ai十b，），　al），9［1，α2，β2］＝（a2・　b2・一（3　a2十b2），a2）におい
てa、＝a，，ろ、＝ろ、を示せばよいが，そのために，［1，α，，β、］＝ψx［1，α、，β、］と
おくとき，X・－EまたはX・＝HまたはX＝H2となること，すなわち
　　　（a、，b、，一（3　a、＋b，），　a2）一（a、，　b一（3ai＋ろ、），　a、）X①
ならばX・・　EまたはX＝HまたはX＝H2となることを証明する．
　　　（ai，　bi，一（3　ai一トbi），　ai）＝（ai，　b，，一（3　ai一トb，），　ai）Hゴ（i＝1，2，ブ＝1，2）
であるからX－Mが①をみたすとすれば
　　　X・－M，MH，　MH　2，　HM，　HMH，　HMH　2，　H2M，1P㎜，　H　2MH　2②
も①をみたす．このとき，
　（1）②の右辺のうちにMと等しいものが存在することがわかる．すなわち，
M＝正Z㎜または11f＝HMH　2．
　∵）GL（2，　Z）において考える．．M≒HMHかつMキHMH2とすれば
M，　HM，　HMH，　HMHZはすべて異なることになり，　sb，v［1，α、，β、］一＝　［1・α・（1）・
β、…］，9EM［1，α，β、コー［1，α2（2），β、c2’］，9HMH［1，α、，β、］一［1・α・〔3）・β・（3）］・
sbHMH2［1，α、，β、］＝［1，α2（4），β、（4）］とおくとき，α、（1），α、（2）・α・（3）・α・（4）はすべ
て異なり，しかもX3＋b、X2－a、（3a、＋b、）X＋a23－0の根ということになり・
不合理を生ずる．
（・）M－＝一とすればM s控）・H－G㌔1）を代入・てしらべ
ることにより，M＝±B，±HB，±H2BすなわちM＝±B，±朋，±H2Bと
なるが，これらはすべて条件a、＞0あるいは3a、＋2b、＞0に反する結果をあ
たえる．
　（3）（1），（2）によりM＝＝HMH2が成り立つ．（2）と同様にしらべM＝士E，
±H，±H2すなわちM＝±E，±H，±H2．条件α、＞0よりM＝E，　H，　H2
でなければならない．　∴　X－E，H，H2．　閏
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§3　ガロア3次体の整数環と判別式
　Kをガロァ3次体，0をV。一基底をもつKの任意の整環とする．0のVゲ
基底を［1，α，β］，V。一クォドラプルを（a，b，　c，d）とする．0の判別式の値
は，Do－（9　a　2＋3αう＋b2）2である．
　定義　b≠0（mod　3）のとき　A＝・～／万5’　・9a2＋3ab＋ろ2
　　　　b＝3b，　　　のとき∠’＝～／Z葛『／9＝＝a2＋αb’＋b’2
と記号a，∠’を定める．
　定理3　Kはガロァ3次体，0はV。一基底をもつKの整環でそのV。一クォ
ドラプル（a，b，一（3　a＋の，a）がgcd（a，　b）　＝＝　1をみたしているものとする．
　（1）b≠0（mod　3）のとき
　　（i）O・＝OKならば∠は平方因数をもたない（素数の2乗で割り切れな
　　　　い）．
　　（ii）　∠が平方因数をもたなければO＝OKである．
　（2）b≡0（mod　3）のとき
　　（i）　O　・＝　Oκならばli’は平方因数をもたない．
　　（ii）d’が平方因数をもたなければ0－OKである．
　証明　（1）b≠0（mod　3）のとき
M《1－（3a＋のb）・de・M－・とな・ように・　k・’をえらべば
　　　（a「，b’，ct，　d「）；（a，ろ，一（3　a十の，a）M，　M・一　r（M）
をつくるとき
　　　・’一÷（（一・（3a＋2b）13＋（3a＋b）t2－1）A＋・）
　　　bノ＝（fe2－12）d
　　　c「＝（3ak－3al十1）∠i
　　　d’＝＝a（3a十2b）A
となることが直接に計算することによってわかる．0のV一基底［1，α’，β’］で
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g［1，α’，β「］＝（a’，ろ’，c「，d’）となるものをとる．
　（i）0＝OKのとき素数P∈ZでP21Aをみたすものがあれば（a「・　bt・
c’ Cd’）は定理Bの条件（C、）Pをみたすから，0は拡張できることになり・不
合理である．よってO；OKのとき，　Aは平方因数をもたない．
　（ii）4が平方因数をもたないならば，　qをg2］Doであるような最大素数
とするとき，9はAの最大素因数で，0≦ゴ≦q－1なるすべての（ai，　bi，　Ci，di）
＝（ar，b’，ct，d’）AiとP21Doをみたす任意の素数ρ（すなわちAの任意の素
因数ρ）に対して，条件（C、）p，（C、）p，（C、）pが成り立たないことが以下（a），
（b）のように示されるから0＝OKである。　Aに平方因子がないとき，　gcd（a・
の＝gcd（a，a）＝gcd（A，　b）　＝・　gcd（43a＋2b）　－1に注意する．
　（a）（C、）pが成り立たないこと，
　　　di＝α’i3＋ろ「i2＋c’i＋d’
であるから，i≡0（mod　P）のときが／必，　i≠0（mod　P）のときP／di．
　（b）（C、），・，，（C，）pが成り立たないこと
　OSgi≦q－1なるすべてのiに対してP／aiを示せばよい．　ai＝a「，　b3at≡
a（modp）でp／aであるからP／a’．　∴　P／ai．
　（2）b・＝3b’のとき，
N－
iん一（α＋ろノl　　b’））・…N－1とな・ように・fe・　’　’・？えらべば
　　　（α”，b”，c”，d”）一（a，　b，一（3a＋b），a）N，1V－T（N）
をつくるとき
　　　a〃一歩（（一・（a＋・の・・＋・（a＋bt）12－・1）A’＋a）
　　　b”＝＝3（k2－12）A「
　　　c”＝3（ak－al十1）∠t’
　　　d”＝a（a十2ろ’）∠1，
となることが計算で示される・以下，（1）と全く同様な手続きで証明できる．　■
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　§4　既約な3次ガロア方程式と判別式
　前節までは3次体K＝Q（α）でαのみたす方程式が
　　　！（X）＝X3＋ろX2－a（3a＋ろ）X＋a3・＝O①
である場合を扱ってきた．ここでは，a，b∈Z（ただしa＞0，3a十2b＞0）を
任意にあたえたとき，方程式①が既約になるための十分条件を与える．
　定理4　3次方程式f（X）＝Xs＋bX2－a（3a＋b）　X＋a3＝0，　a，b∈Z，　a＞0
があたえられたとき
　（1）b≠0（mod　3）のとき　A・＝9a2＋3ab＋b2（＝～／Z）ア／a）
　（2）b　・3　brのとき　　　Aノ＝a2＋ab’＋b’z（＝～／ZΣ7／9の
とおく（D∫は！（X）の判別式）．A（またはAt）が平方因数をもたなければ，
方程式f（X）＝0はQ上既約である．
　証明　f（X）＝0が可約ならば∠（またはA’）は平方因数をもつことを示
す．／（X）が可約で
　　　！（α）＝α3十bcr2－a（3a＋b）α＋a3＝O，α∈Z②
とする．α≒0，a一αSFOであるから，②をbについて解くことができ，
　　　b＝9L3－3α2α＋a3③　　 　α（a一α）
またαβ＝a2とおけばβは
　　　9（X）＝X3－（3a＋b）　X2＋abX＋a3　＝O④
の根であり
　　　9（β）＝β3－（3α＋b）　P2＋aろβ＋a3　・O⑤
よりβ∈Zで，上と同様に
　　　b＝β3－3αβ2＋a3⑥　　 　β（β一a）
が得られる．
　（1）b≠0（mod　3）のとき，③を用いれば
　　　A＝9a2十3ab十b2
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　　　　一・a・＋3a（α3－3a2α一トa3α（a一α））＋（α》1驚つ2
　　　　＿（α2－aα＋a2）3＿α3（α一a＋β）3
　　　　　　α2（cr　－a）2　　α2（α一α）2
　　　　＝α（α一a＋β）3⑦　　　　 （α一の2
もし∠が平方因数をもたないとすると⑦より（α一a＋β）Kα一a）でなけれ
ばならない．したがってgcd（α一a＋β，α一a）＝α一a＋β．一方，明らかに
gcd（α一a＋β，α一　a）　＝gcd（α一a，β）．これらから，
　　　gcd（α一a，β）＝α一a＋β．⑧
　（i）　α＞aならばα一a＋β〉β）幼となり不合理．
　（ii）　0〈α＜aならばβ＞a，β一a＋α〉αとなるがA＝9a2＋3αb＋bzに
⑥を用いれば
　　　∠　＝＝β（β一a＋α）3⑨　　　　 （β一　a）2
を得るから（β一a＋α）1（β一　a），gcd（β一a，α）＝β一a＋αとなり不合理．
　（iii）α〈0ならば，α一α＜0，β＜oで1α一a＋β1＞gcd（α一a，β）となり
不合理・（i），（ii），（iii）によりAは平方因数をもたなければならない．
　（2）ろ＝3b’のとき（1）と同様に
　　　A’＝α（α一a＋β）3＝β（β一a＋α）3
　　　　　　　　　　　　　32（β一a）232（α一a）2
が得られる．この後は（1）と全く同様に証明できる．　匿
§5　9α2＋3αろ＋解の素因数
　計算機による計算をかんたんにするために，判別式の素因数についてしらべ
ておく．
　定理5a，　b∈Z，　a＞0，　gcd（α，b）　＝1のとき，　ri・＝・・9a2＋3ab＋ろ2は3k＋2
の形の素因数を持たない．
　証明　2次体Q（》－3）で考える．Q（》＝ガ）の整数
　　　　　　　　　　　　　　一43一
　　　・a－bp・（　一1＋》－3ρ＝　　　2）の・ルム・ま
　　　N（・a－b・）《・・＋妙一（孕・y
　　　　　　　　＝9a2十3ab十b2＝∠
である．3k＋2の形の素数はQ（v⊂3）においても素数であるから，　Aが
3k＋2の形の素因数qをもつとすれば，3a－bρおよび3a－bPがqで割り
切れなければならない．すなわち，α，bがともにqで割り切れることになる
から，条件gcd（a，の＝1に反する．すなわちAは3k＋2の形の素因数をも
たない．　■
§6判別式D（＜108）をもつガロア3次体のすべて
以上の定理1～5にもとづき，判別式Dの値がく108，すなわち～／万置4
＝9a2＋3ab＋b2〈104であるガロァ3次体のすべてをもとめ，　Dの大きさの順
に並べることをパソコンに行わせた．
条件・a・＋・ab＋b・一（・・＋書）2書ゲー誓・・＋（書・＋b）2＜・・4，　a＞・，
3a＋2b＞0より，計算すればよい（a，　b）の範囲として
　　　・く・＜・9，一書a＜b＜…一書a　　　　　①
が得られる．そこで①をみたす，a，　bについて，以下（1）～（4）の順序で（a，
b）をえらび出し並べればよいことになる．
　（1）gcd（a，　b）＝・1である（α，　b）のみを残す．
　（2）A・＝9a2＋3ab＋b2を計算し0くli〈104をみたす（a，　b）のみを残す．
　（3）Aが33で割り切れず，さらに1＜P＜100の範囲内の6k＋1の形の素数
　　PについてP2でも割り切れない場合（a，　b）を残す．
　（4）（3）で残った（a，ののすべてを判別式Dの大きさの順（小から大へ）
　　に並べかえる．
　このようにして得られたすべての（a，b）がD＜108の範囲内の，相異なる
　　　　　　　　　　　　　　一44一
すべてのガロァ3次体を定め，その整数底をあたえる．すなわち，K＝Q（α），
・rr（・，　Q）－Xs＋bX・一・（・・＋b）X・・・…－Z・Z・＋Zβ・（β一f2）．
得られた結果は後掲する．表中Rt．　DはV万を意味する．体の総数は1，592
である．
　定理6　判別式の値がM2の相異るガロア3次体は
　（1）m＝P、P2・…・・1）e，ρ盛…≡1（mod　3），《キ勿（i）Fj）のとき　2e－’組存在し，
　（2）m＝9・Aρ、……Pe，　A≡1（mod　3），　lt・i≒Pゴ（i≒」）のとき　2e組存在する．
　この事実は古くから知られていることである．たとえばWeber〔4〕．この
定理を用いて，上記の計算結果の総数をチェックしてみたが，あやまりはなか
った．（下表の通り）
D＝＝m2〈108をみたすガロァ3次体
）1（
励副励数1体の数
P、 611 611
PiP2 305　　　610
PiP2P3 21184
計 11…5
（2）
mの形mの剃体の数
9 1 1
9・P、 8gけ78
・・�@27 108
計 287
総　計 1，592
　なお，この定理6は，つぎの定理6’の形に表現される．
　定理6’未知数a，bに関する2元2次不定方程式
　　　9a2＋3ab＋b2　＝＝m①
の解（a，の∈Z（ただしa＞0，3a＋2b＞0，　gcd（a，b）＝1）の数は
　（1）m＝PiP、……九，　lb，…≡1（mod　3），　A≒窃（i≒」）のとき2e一’組で，
このとき，b≠0（mod　3）である．
　（2）m＝9・PiP、……lbe，鳶≡1（mod　3），　Aキρゴ（i￥」）のとき2e組で，
このとき，b≡0（mod　3）である．
　直接証明
　（1）ろ≡0（mod　3）とすれば91mとなり仮定に反するからb≠0（mod　3）・
　　　　　　　　　　　　　　　－45一
　4m＝36a2＋12ab＋4b2すなわち，27a2＋（3a＋2b）2　＝4mとなるから，条件
α＞0，3a＋2b＞0に注意すれば，証明は，
　　　27　x2十bl2・＝4n，　n＝Aρ2・…・・lbe，ρ盛≡1（mod　3），　A≒ρゴ（iキブ）
の正整数解の組の数を求める問題に帰着する．
　（2）bitO（mod　3）とすれば，　m≒9（mod　3）となり仮定に反するから，
b≡0（mod　3）．　b＝3b「，　m＝9m’とすれば，4m「＝4a2十4abt十4b’2，　a十2ろ’＞
0すなわち，3a2＋（a＋2b’）2＝4m’となるから，条件a＞0，　a＋2b’＞0，
gcd（a，　b’）＝・　1に注意すれば，証明は，
　　　3x2十y2＝4n，　n＝」p、」か2・・・…　Pe，　lb，≡1　（mod　3），　lt）i　ii　lbJ　（i≒」），
の正整数解（ただしxlO（mod　3））の組の数を求める問題に帰着する．（以
下証明省略）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1982年8月言己）
〔1〕
〔2〕
〔3〕
〔4〕
　　　　　　　　　　　　文　　　　献
新井正夫：3次体の整数底を決定する一方法とその応用，学習院女子部論叢第2
号（1977），13－41，第3号（1978），48－72．
M．Arai：On　Vorono1’s　theory　Qf　cubic　fields，　Proc．　Japan　Acad．，57（1981），
226－229，　281－283。
R．A．　Rankin：Modularforms　and　functions，　Cambridge　Univ．　Press，　Cam－
bridge　（1977），　7－11．
H．Weber：Cubische　Kreistheilungsk6rper，　Lehrbuch　der　Algebra　ll，
Braunschweig（1899），101－108．
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p．29下から9行目，a，　b∈Zのあとに，
訂正
（gcd（a，　b）＝1）を挿入．
